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Introduccién

El problema del infinito ha desafiado la mente y cautivado la imaginacién como pocos otros
problemas en la historia del pensamiento humano. Si es posible formar nimeros hasta diez, luego
hasta un millén, etc., la conclusion natural es que los nimeros no tienen limite, que no existe el fin.
La mayoria de nosotros entiende la palabra "infinito" como "sin fin" o simplemente como "no finito".
Sin embargo, el entendimiento formal de este singular sustantivo abstracto constituye un gran paso
en la evolucion de las Matematicas.

El infinito puede estudiarse desde dos perspectivas: el infinitamente pequefio y el infinitamente
grande. Se han propuesto muchos argumentos y demostraciones (la mayoria de naturaleza mistica
0 metafisica) para probar o negar su "existencia". El problema permanecié sin solucion por casi dos
mil afos.

Los primeros argumentos aparecieron en la antigliedad con las paradojas de Zenén, el mas
importante discipulo de Parménides de Elea (4507 a.C). Zendn. propuso argumentos para demostrar
la inconsistencia de los conceptos de multiplicidad y division. Su naturaleza dialéctica anticipaba a
Socrates dada la forma indirecta de exponer un argumento: comenzando con las hip6tesis de su
oponente y via un argumento silogistico, las premisas eran reducidas al absurdo. Los Pitag6ricos
creian que el espacio y el tiempo podian ser entendidos como puntos e instantes; sin embargo, como
para todos es ahora natural, el tiempo y el espacio cuentan con una caracteristica que intuitivamente
se puede describir como "continuidad". Zenon el Eleético (450? a.C.) propuso cuatro paradojas
importantes: (1) La Dicotomia, (2) Aquiles y la Tortuga, (3) La Flecha, (4) El Estadio. La primera
argumenta que antes de que un objeto pueda viajar una distancia dada, éste debe primero atravesar
la mitad de la distancia (y asi sucesivamente), por lo que el desplazamiento nunca va a ocurrir; en
otras palabras, la dicotomia argumenta que el todo se encuentra compuesto de una cantidad infinita
de partes y éstas a su vez compuestas de infinita subpartes. Esta es una de las peculiaridades del
infinito: cuando agregamos un cuarto a una mitad, luego un octavo, etc., (lo que ahora conocemos
como una serie geométrica) el resultado es una cantidad finita: la unidad (o 1).

La segunda se refiere a la competencia entre Aquiles y la Tortuga; se trata de un argumento

similar primero, pero en esta instancia la subdivision infinita progresiva en vez de regresiva. Aquiles
le permite a la Tortuga que empiece la carrera con cierta ventaja segun Zenén, esto implicaria que
Aquiles nunca alcanzara a la Tortuga independientemente de que tan rapido corra éste o que tan
lenta sea su oponente. En momento en que Aquiles llegue al punto de partida de la Tortuga, ésta ya
habra avanzado cierta distancia para cuando él recorra esta segunda distancia (por mas pequefa
que sea) ella habra recorrido otro pequefio tramo, etc.
Las otras paradojas se refieren al estudio del espacid: la paradoja de la flecha argumenta que un
objeto siempre ocupa un espacio igual a él mismo; pero aquello que siempre ocupa un espacio igual
a si mismo no puede estar en movimiento por lo que Zendn deducia que el movimiento, es una
ilusion. El argumento del estadio se refiere también a la imposibilidad del movi-
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miento, mas se trata de un discurso complicado y tedioso.

Aristételes y otros en su tiempo trataron de desacreditar las paradojas con poco ingenio y naturalmente, sin éxito. Tres
grandes matematicos alemanes Bernhard Bolzano (1781 -1848), Greorg Cantor (1845- 1918) y Karl Weirstrass (1815-
1897) finalmente tuvieron éxito a finales del siglo XIX. Weirstrass se concentrd en el infinitamente pequefio; demostro
gue la flecha realmente se encuentra inmoévil y de que vivimos en el mundo de Zendn. Por otro lado, el trabajo de
Cantor comprobdé que si queremos aceptar el que Aquiles eventualmente alcanza a la Tortuga, entonces debemos
aceptar una paradoja todavia mas interesante: las partes pueden ser tan grandes como el todo!

Los conceptos del infinito fueron utilizados por los griegos al introducir el Calculo; consideraron que el circulo diferia
en una magnitud infinitamente pequefia (infitesimal) de un poligono inscrito con una gran cantidad de segmentos y
angulos iguales. Leibniz utiliz6 ideas similares sobre infinitesimales como pilares de su Célculo; sin embargo, nadie
entendia formalmente el "infinito". El infinitesimal cuenta con propiedades muy particulares: no se les puede asignar
una cantidad o dimensién, pues son mas "pequefios" que cualquier dimensién o cantidad; sin embargo, con la unién
de una gran cantidad de infinitesimales se pueden formar magnitudes bien definidas. Weirstrass finalmente sepult6 el
lado sofista y otros errores de los infinitesimales, aunque nunca describié su naturaleza y, mas importante, nunca la
necesito.

La Era Heroica

Como hemos visto, las primeras discusiones sobre conceptos de lo infinitamente pequefio ocurrieron en la matematica
griega antigua. Los argumentos de Zendn generaron una gran controversia dentro de la comunidad intelectual
(matematica y filoso6fica) helénica del periodo Heroico [1].

Una segunda linea de discusion fue propuesta por Eudoxo de Cnidus (4087-3557? a.C.) debido a sus resultados sobre
secuencias convergentes, los cuales eventualmente llevaron a la definicion del Método por Exhausion. Este teorema
fue el primer esfuerzo para entender el significado de secuencias de niUmeros que se acercan arbitrariamente a un
valor dado, lo que hoy definimos como limites. El concepto tuvo grandes consecuencias tedricas y computacionales;
utilizando el método de doble reductio adabsurdum (reduccion al absurdo), Eudoxo demostrd varios resultados de
cuadratura como, por ejemplo, que el volumen de una piramide es igual a una tercera parte del menor cilindro la
contiene.

El mismo argumento fue utilizado por Euclides y luego con todavia mas éxito por Arquimedes. Arquimedes fue el
primero en determinar el &rea y perimetro del circulo, o en otras palabras, el primero en aproximar n a cualquier grado
de precisién; asi mismo calculé el volumen y area de la esfera, cilindros y conos. Sabemos que llegé mucho mas alla,
pues encontr6 areas bajo coénicas (curvas resultantes del corte de conos), espirales, volimenes de sélidos de
revolucion, etc. En el contexto del infinito su trabajo mas importante es su obra El Método donde describe un procedi-
miento para el calculo de areas bajo curvas; aunque no lo consideraba un procedimiento riguroso para demostrar
resultados formalmente, lo creia apropiado para la definicion de teoremas que luego debian ser demostrados
rigurosamente. El método de Arquimedes se puede describir como un procedimiento de mecénica infinitesimal; se
trata de ver a un segmento de area como una union infinita de lineas, cada una infinitamente delgada. Con este modelo
en mente es posible desplazar &reas en el espacio sencillamente moviendo una cantidad infinita de lineas; luego se
puede aplicar el principio de la palanca a las partes elementales de la figura y compararlas con areas conocidas. En
[3] se puede encontrar una bonita discusion de la aplicacion del método de Arquimedes para encontrar el area bajo
un segmento de parabola.

El Renacimiento

La Edad Media fue un periodo relativamente seco en el desarrollo de las mateméticas; no fue sino hasta los
principios del Renacimiento que se lograron progresos sustanciales en el estudio del infinito.

Al comienzo del siglo XVII se retomaron las ideas de Arquimedes para obtener nuevos resultados. En 1586 el
ingeniero flamenco Simén Stevin (1548-1620) y el matematico italiano Luca Valerio (en 1604) fueron los primeros en
tratar de evadir el sistema de doble reduccion al absurdo del Método de Exhausion de Arquimedes, intentando pasar
directamente a los valores limite. En 1615 Johannes Kepler (1571-1630) public6 un texto donde explicaba cémo
determinar el volumen de barriles de vino. Utilizando métodos informales Kepler dividia un sélido en una cantidad
infinita de piezas y asi logr6 calcular con exactitud volimenes de esferas y toroides. Discuti6 un método popular
(mecanico e informal) para calcular los volimenes de varios tipos de barriles de vino y, en particular, como determinar
el mas econémico. Dadas sus intenciones populares, reemplazé los métodos rigurosos de Arquimedes por un sistema
infinitesimal intuitivo y asi poder concentrarse en los puntos esenciales del calculo. Por este mismo tiempo ocurrié otro
gran evento en la historia de la matematica, la invencion (en 1637) de la Geometria
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Analitica por Rene Descartes (1596-1650) y simultanea e independientemente por Pierre de Fermat (1601 -1665); estos
resultados tuvieron gran influencia en el desarrollo del Calculo Infinitesimal.

Descartes propuso un método para calcular tangentes (lineas también conocidas como normales) de curvas algebraicas,
encontrando los circulos tangentes a la curva. El método de Fermat para el célculo de normales corresponde al sistema actual
para computo de derivadas de una funcion en un punto. Este resultado se encontraba implicito en su método para computar
subtangentes; aunque se trataba de un sistema muy elegante, contaba con una peculiaridad poco rigurosa que pronto se
convirtié en un tema de controversia. La formula de la subtangente correspondia a la siguiente ecuacion: A = F(x) / ((F(x+E)-
F(x))/E) y asignar a E = 0. Asignar el valor de 0 a E fue el causante de la polémica; segin Fermat era de esperar que durante
la evaluacién algebraica de la expresion, el término E eventualmente desapareceria via cancelacién y por lo tanto la division
estaria bien definida. Por supuesto que la razén para sugerir un procedimiento tan poco formal era que el concepto de limite
no habia sido descubierto todavia. Aunque la teoria era poco formal, Fermat tuvo gran éxito en sus investigaciones sobre
integracion. La nocién de limite fue considerada por el italiano Pietro Mengoli en su libro Geométrica Speciosa (1659). En
particular, al modificar el procedimiento de Luca Valerio, dio una representacion precisa para el area bajo ciertas curvas como
limites de sumas de rectangulos.

Newton y Leibniz

Antes del afio de oro de Newton (1665-66, afio en que descubri6 el Teorema del Binomio), ya existia un gran desarrollo
de la teoria de integracion, pero se trataba de resultados aislados sin una teoria unificadora. El primer gran resultado de
Newton fue el hecho general que la diferenciacién y la integracién son procesos inversos, proposicién mejor conocida como
el Teorema Fundamental del Célculo. Como parte de sus estudios de mecénica, Newton utilizé el tiempo t como una variable
independiente, al flujo como variable dependiente (representado por x) y a su velocidad o fluxién como la primera derivada
respecto al tiempo. Ademas, era necesario definir un método simbdlico y sistematico de operaciones analiticas para ser
aplicado bajo reglas estrictas sin ninguna interpretacion geométrica. Estos fueron los grandes pasos iniciales ideados por
Newton, los cuales fueron propuestos de nuevo por Leibniz diez afios después bajo un esquema distinto.

Sin embargo, fue Leibniz quien nos dio la notacién que utilizamos actualmente para diferenciacién e integracién. Los
simbolos que utilizamos en el calculo moderno fueron introducidos el 29 de octubre de 1625.
En este dia el respetado matematico discutia integraciones utilizando la metodologia de Cavalieri conocida como "omnes
lineae". Abrevié la palabra "omnes” a "omn" y luego aplicé el simbolo en algunas operaciones formales. Un tiempo después
remplazé el término "omn" por el simbolo [ por ser la primera letra d palabra summa. En 1684 Leibniz publicé su célculo
diferencial; introduce a dx como un intervalo finito arbitrario y luego define a dy como la proporcién dy:dx= ordenada:
subtangente. Luego en 1686 publicé un articulo utilizando el simbolo de integral [ (la palabra "integral" fue introducida por
Jakob Bernoulli en 1690).

El debate sobre Infinitesimales y los fundamentos del Célculo

En 1689 los hermanos Bernoulli comandaban totalmente el calculo diferencial y las partes cruciales célculo integral. Para
1690, via las ensefianzas Johann Bernoulli, un grupo de matematicos franceses que incluia a I'Hépital, Varignon, Montmort,
Carre y otros, habian entrado en contacto con el nuevo célculo. En 1696 el marqués de I'Hopital, basado en las ideas de
Leibniz, publicé el primer texto de calculo diferencial: Andlisis del infinitamente pequefio. El texto tuvo gran éxito y por mucho
tiempo representd la Unica forma de tener acceso al célculo diferencial.

En 1699 la Academia de Ciencias de Paris abri6 varias plazas y Melebranche, un matematico estudiado en célculo y
conocido como el patron de la "revolucion infinitesimalista”, fue electo como miembro honorario. La presencia dentro de la
Academia de un grupo de matematicos que incluia a Rolle, Ph. De la Hire y Galloys, personas claramente adversas al nuevo
célculo, cred una situacion explosiva. Desde 1700 a 1706 la Academia estuvo dividida sobre la admisibilidad de las nuevas
técnicas: por un lado, estaban los infinitesimalistas caracterizados por su total adherencia al célculo de Leibniz codificado por
| 'Hopital y en general con su total conviccion a la existencia de cantidades infinitesimales; por otro lado, estaba la fraccion
finitalista caracterizada por su rechazo a dar estatus de procedimiento formal a las consideraciones infinitesimal y con con
total conviccion en técnicas clasicas.

La causa de la confrontacién se centraba en el fundamento de la teoria: la caracterizacion formal de los infinitesimales.
Los postulados principales presentados por I'Hopital son los siguientes:

Definicion I: Cantidades variables son aquellas que se incrementan o decrementan constantemente; cantidades
constantes son aquellas que contindan siendo las mismas mientras que otras cambian.

Definicion II: La parte infinitamente pequefia por la que una cantidad variable se incrementa o decrementa es conocido
como el diferencial de esa variable.
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Postulado I: Concédase que dos cantidades cuya diferencia es infinitamente pequefia pueden ser consideradas las
mismas Yy utilizadas indiferentemente; dicho de otra manera, una cantidad que se incrementa o decrementa en una
cantidad infinitamente pequefia puede considerarse como que se mantiene con el mismo valor.

Postulado 1l: Concédase que una curva (o linea) puede considerarse como el ensamblaje de una cantidad infinita de
lineas rectas de tamafio infinitamente pequefio; dicho de otra manera, una curva es un poligono de una cantidad
infinita de lados cada uno de un tamafio infinitamente pequefio cuyos angulos entre ellos determinan la curvatura de
la linea.

Notese que el diferencial de una variable dx es definido como una cantidad muy pequefia (infinitamente pequefia) y
gue los siguientes postulados caracterizan propiedades de estas pequefias cantidades. El primero dice que x+ dx=Xxy
el segundo que toda curva es la composicién de una coleccién de lineas rectas. Aungue estos conceptos pueden
aceptarse intuitivamente como correctos, es entendible porqué era necesario preguntarse si los "infinitesimales”
existen como cantidades o, mas importante, si su definiciéon y propiedades son consistentes con conceptos y métodos
clasicos.

Estos fueron los conceptos basicos que I'Hopital utilizé para definir el cémputo de diferenciales y mas adelante definio
cémo utilizar diferenciales para el computo de tangentes y otros problemas. Su definicién de tangente correspondia a
la definicion de Leibniz: como proporcion entre los lados del tridngulo caracteristico de una curva en un punto arbitrario
mas fijo (la misma definicién que utilizamos en cursos béasicos de lo moderno).

L'Hopital pensaba que sus definiciones y postulados eran autoevidentes y que eran faciles de demostrar utilizando
métodos clasicos (en particular exhausion). Leibniz y Newton fueron mucho més reservados en sus consideraciones
infinitesimales. Ademas, por es estratégicas, siempre buscaron evadir referencias a infinitesimales en sus primeras
exposiciones publicas del tema. La publicacién de Leibniz en 1684 no tenia ninguna referencia a infinitesimales y la
existencia de un borrador (nunca publicado por Leibniz) donde el autor justifica el calculo por medio de consideraciones
infinitesimales, evidencia las dudas que éste tenia sobre el rigor de los argumentos. De la misma forma Newton fue
muy cuidadoso y en su Principia utilizé los sin referencias explicitas a infinitesimales.

Sin lugar a dudas las consideraciones infinitesimales eran heuristicamente la vanguardia del nuevo método; I'H6pital
tratd de estirar la admisibilidad de sus métodos al borrar todo tipo de heuristicas de su calculo, elevando el paradigma
a un sistema riguroso basado en infinitesimales. Su libro fue el primer intento de formalizar el concepto intuitivo de
cantidades infinitesimales (y las reglas que los gobiernan) bajo un sistema axiomatico. Esto no era facil de digerir por
aquellos que consideraban todo tipo de consideraciones infinitesimales como poco rigurosas. El adversario mas
abierto del calculo infinitesimal como método riguroso fue el algebrista Michel Rolle, quién formul6 tres diferentes
ataques: el célculo no es riguroso, se infieren conclusiones erréneas (lo que ahora llamamos inconsistente) y no ha
producido ninguna proposicion verdadera novedosa. Aunque tomé bastante tiempo rechazar las dos primeras
objeciones con argumentos formales, la tercera posicién fue desechada muy rapidamente gracias a los grandiosos
resultados provenientes de la aplicacion del nuevo método. Al final fueron los resultados del calculo los que llevaron
el debate a su término: tal vez el paradigma no contaba con fundamentos formales, pero el volumen de
descubrimientos provenientes de su utilizacién hacia imposible ignorarlo. La primera parte del debate (1700-01) se
concentr6 entre las dos primeras aseveraciones de Rolle y los argumentos Pierre Varignon, quien se tomé como tarea
personal defender el célculo infinitesimal. Para responder a la primera objecién Varignon aporté "pruebas" de
existencia para las cantidades infinitamente pequefias. El problema fue que las "pruebas" eran mas argumentos
sugestivos que demostraciones formales. La segunda proposicion de Rolle expresaba su objecion a identificar "las
partes" con "el todo" como en la ecuacién x+ dx= xy por lo tanto que el método era intrinsecamente inconsistente. De
nuevo la posicion de Varignon fue tratar de clarificar la naturaleza de los infinitesimales y demostré convincentemente
gue Rolle no habia utilizado apropiadamente los conceptos del calculo en sus argumentos. Varignon pensaba que una
cantidad infinitesimal no debia considerarse significativa con respecto a su integral y ofrecié una prueba de sus
proposiciones utilizando el método de exhaustién. Aun asi, los argumentos de Varignon eran insatisfactorios.

A través del debate, Varignon se mantuvo mencionando a Newton como la fuente de una presentacion rigurosa
del célculo suponiendo que los modelos de Newton y Leibniz eran equivalentes (y que el de Newton era el mas
riguroso). Por otro lado, Rolle se mantuvo defendiendo una metodologia en la que no habia que utilizar infinitesimales
y sugiri6 los métodos de Fermat y Hudde como todo lo necesario para resolver problemas de tangentes, maximos y
minimos. Después de mucha confrontacion y sin poder encontrar consenso, el paso natural fue consultar al maestro
mismo y Varignon solicité a Leibniz que definiera claramente lo que él entendia como "cantidad infinitesimal”. Leibniz
respondid con tres puntos principales:
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1. No hay necesidad de basar el analisis matematico en suposiciones metafisicas.

2. Aun asi, podemos admitir las cantidades infinitesimales, si no como objetos reales por lo menos como objetos
ficticios bien fundamentados (como se entienden en &lgebra las raices cuadradas de nimeros negativos, por
ejemplo). Los argumentos para sostener esta posicién dependen solamente de una forma encubierta del
principio metafisico de continuidad.

3. Las pruebas se pueden organizar para que el error siempre sea menor que cualquier error asignado.

Al mismo tiempo Leibniz afirmaba que era posible transformar cualquier argumento infinitesimal en una prueba
con estilo Arquimediano, o sea, utilizando el método de exhaustion. Aunque bastante sugestiva, la idea nunca fue
desarrollada en forma convincente. Es importante notar que los comentarios de Leibniz proponen que los problemas
con los fundamentos del calculo no deberian ser si los infinitesimales existen o no, sino mas bien si los métodos son
consistentes. Las opiniones de Leibniz no ayudaron a resolver las diferencias y el debate continué por tres afios mas.
Entre 1702-03 los argumentos se concentraban en los articulos de Rolle en los que describia métodos nuevos para
resolver problemas de tangentes (ademas de sus criticas al calculo infinitesimal y los infinitesimalistas). El otro bando
se encontr6 esta vez representado por Joseph Saurin quien demostré que en varias situaciones particulares los
métodos de I'Hopital eran consistentes. A partir de este punto el debate se torné cada vez mas personal y politico; sin
embargo, las exitosas aplicaciones del modelo generaban cada vez méas una aceptacion general del célculo como
método riguroso.

Rolle atac6 de nuevo en 1703 y en 1704 se concentr6 en problemas con las inversas de tangentes (el célculo
integral). Saurin no respondié inmediatamente a los ataques, pero ahora otro infinitesimalista decidio integrarse al
debate: Fontenelle, el perpetuo secretario de la Academia. En 1705 Saurin atacé a Rolle y en ese momento el debate
degenerd en insultos. La situacion se resolvié via una comisién asignada por la Academia y los ataques fueron
detenidos inmediatamente. Aun asi, era claro que la contienda estaba lejos de ser decidida.

Con la salida de Rolle, que nunca estuvo convencido de la consistencia del calculo infinitesimal, el calculo integral
logré ser reconocido. Aungue los fundamentos del modelo ain quedaban oscuros el andlisis siguiod su curso. El
argumento continud vigente en Inglaterra via la publicacion del libro The Analyst por Berkeley, donde se referia a los
infinitesimales como “los fantasmas de cantidades que pasaron al mas alld”. Resentia el apoyo que la ciencia
Newtoniana daba al materialismo y objetaba la teoria de fluxiones. Curiosamente las tres principales objeciones de
Rolle fueron presentadas en el libro de Berkeley; aunque existian grandes diferencias entre los ataques de Rolle y las
criticas de Berkeley, los dos estaban de acuerdo una gran cantidad de puntos y especialmente en el finitismo explicito.
Para Rolle el finitismo estaba encapsulado en la objecion Cartesiana a la admision de la matematica infinitalista como
disciplina rigurosa; Berkeley fundamentaba su posicién en consideraciones epistemolégicas. También diferian en la
I6gica de sus criticas. Rolle pensaba que los principios errados del calculo llevarian inevitablemente a conclusiones
falsas; Berkeley nunca cuestiond los resultados del método y propuso un sistema de doble error como explicacion a
las conclusiones del paradigma, o en palabras "a la verdad, mas fuera de la ciencia".

Conclusiones

Como hemos visto, el célculo diferencial y el integral fueron descritos originalmente en el siglo XVII Leibniz y
Newton. Newton utilizaba en sus célculos el nimero o que tenia la caracteristica de ser infinitamente pequefio (o sea,
mas pequefio que cualquier cantidad) por lo que al ser multiplicado por cualquier nimero finito el resultado es una
cantidad despreciable. Sin embargo, era necesario dividir por o, lo que implicaba que debia ser distinto de cero. Los
dx de Leibniz eran menores que cualquier cantidad asignable, pero también distintos de cero.

Estas ideas no eran faciles de comprender o aceptar. Durante el siglo dieciocho el uso de infinitesimales fue
duramente atacado por Berkeley, puesto en duda por D'Alambert y utilizado con gran éxito por Euler. Euler utilizé los
infinitesimales libremente (y en formas que ahora no les permitimos a estudiantes universitarios) mientras creaba las
matematicas que ahora aprendemos en cursos de calculo superior. No fue sino hasta el siglo diecinueve que se
presentaron los fundamentos formales del calculo que ahora se exponen en libros de texto. El tratamiento de limites
se formulo rigurosamente y el debate llegé a su fin.

En 1961 el logista Abraham Robinson introdujo un nuevo método para el tratamiento de limites basado en teoria
de modelos, rescatando finalmente a los infinitesimales de toda disputa intelectual. Su método se basa en modelos no
estandar (o interpretaciones no estandar) de conjuntos de férmulas en Légica de Predicados de Primer Orden. El
método combina las ventajas de la intuicion infinitesimal con los estandares modernos de rigor.
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